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OBJETIVO DEL TRABAJO

Se muestra en este trabajo cdmo es posible aplicar el algoritmo
de Uzawa de céLculo de puntos silla, a la solucidn de problemas
de programacién lineal, Este método de solucién presenta la ven
taja de permitir la solucidén de problemas de grandes dimensio =
nes en computadoras con memorias pequefias y de ser facilmente
programable,

1, INTRODUCCION

El algoritmo de Uzawa es uno de los més conocidos para la solu-
cién del problema de determinacidén de puntos silla, En general,
para transformar un problema de minimizacidén en uno de busqueda
de un punto silla, se forma el Lagrangiano introduciendo multi-
plicadores con respecto a las restricciones; sin embargo, el
algorltmo de Uzawa converge s61lo cuando el problema de minimiza
cidn orlplnal es coercivo, por lo que en nuestro problema de
rogramacidén lineal procedemoOs previamente a transformarlo en
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un problema equivalente coercivo,

Esto 1o realizamos de la siguiente forma: definimos una trans-
formacién F:R"™===>R"” cuyos unicos puntos fijos son las solucio-
nes del problema de programacidén lineal y buscamos un puntofi jo
de F a través de la iteracidn yp41=Flyy) . La transformacién
es la solucidn de un problema coercivo y 1o resolvemos utilizan
do el algoritmo de Uzawa (previo agregado de los multiplicado-_
res de Lagrange necesarios),
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Probamos en este trabajo que la iteracidn yp41 = Flyn) converge
en un numero finito de pasoOs, Sin embargo, como el algoritmo de
Uzawa requiere en principio un nimero infinito de pasos, para
obtener un algoritmo implementable (en el sentidoc de Polak (4))
construimos una diagonalizacidén del algoritmo de Uzawa y el del
punto fijo queyresulta implementable y probamos su convergencia,

El algoritmo implementable asi obtenido permite resolver proble-
mas de grandes dimensiones en computadoras con memorias pequeflas
ya que s0lo es necesario tener registrados los elementos no nu-
los de la matriz que define el problema de programacidn lineal,
las variables independientes x y los multiplicadores de lLagran-
ge p. Ademas, tiene la ventaja de ser facilmente programable
(en un centenar de instrucciones Fortram) y al ser un algoritmo
iterativo, corrige automaticamente los errores de redondeo acumu
lados al transcurrir el calculo, -

2. ELEMENTOS DEL PROBLEMA ORIGINAL

Se debe minimizar la funcidn,

1) J(x) = (c,x) , x &RV

dentro del conjunto W,

2) W= {x e K/ BAx+b <0} ,
(. designa el producto escalar en RY,
A matriz M x ¥
C RYeg un conjunto convexo de la forma siguiente:
3) kR = 1T [mu,M.} m., M. € R , pueden ser finitos o no,
i=1 il S
Definimos el conjunto de soluciones Optimas:

O6ptim
L)y ={§ cW / (c,x) € (c,x) ¥ x &W}l
Supondrgmos en adelante que Y # @y que

5) dx ek/ (Ax+b) ;<0 ¥i=1,"

3. SOLUCION DEL PROBLEMA P, POR MEDIO DEL METODO DEL PUNTO FIJO

‘Definimos una transformacion de RL)-—erW cuyos puntos fijos

son los puntos de Y (y viceversa)

£) F(x) = PW(X-%' c)

‘siendc P, la proyeccidén sobre W y & >0,

F(x) ‘es en consecuencia la umica solucidn de los problemas equi
valentes (7), (8) o la inecuacién variacional (9):

7) min (y-'x+%t-c ’ y—x+%c)
S i
P, 8) min ((c,y)+ % (y=x,y-x))
z YyEW
L 9) (yFx) ,F(x)-x+Zc) > 0 Vyew

Probaremos ahora que 10s puntos fijos de F pertenecen a Y y
que ademas todos los puntos de Y son invariantes de la tranfor
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macién F, De esta forma el problemaP; queda reducido a la busque
da de los puntos fijos de F,

Proposicion 1 _ -
Si x = F(x).,entonces x€Y; asimismo, si x€Y entonces F(x)=x .,

Denostracitn:
Si x = F(x) , de (9) obtenemos:

(y=x ,c) >0 ¥ycW ;luego X €Y en virtud de (4).
51 % e Y,entonces (c,x) € (c,y) ¥ ye€W , por lo que la inecua-
cién variacional (9)se satisface para F(X) = %,

Buscamos entonces las soluciones del problema Pj 0 sea los pun -
tos fijos de F utilizando el siguiente algoritmo iterativo Ay :

.
Paso O: m=0 , xmeR

Paso 1: X4l = F(Xm)

Paso 2: Si es Xp+1 =Xy se finaliza el algoritmo; si
Xm+1 # ¥Xm se toma m = m+l y se regresa al pa
so 1,

Este algoritmo tiene la propiedad de que encuentra los puntos
de Y en un numero finito de iteraciones,

Teorema 1

El algoritmo Al converge en un numereo finito de pasos a un punto
de Y

Demostraciodn:

a) Comprobamos en primer lugar que la sucesibn %Xn1§ generada
por el algoritmo es acotada, En efecto X1 satisface la ine-
cuacidn variacional:

10) (xm+1"xm*'% C , X=Xpyq) 2 0 ¥xeW
como ademas ¥ x€Y (c,X=xgeq) < 0 Obtenemos:
11) (xm+l-->-<m Li"xm+1) > 9 ¥ §_é.Y , luego
(Xppq =X X =% 0) + (x=-x ,x-x_,) 20 Vxey
por 1o gue Cauchy-Schwaitz se tiene:
P ) o= . ' - 9D
[[x-xmll.llx-x Il > [l x -x||
o sea: . m+1 z m+1
e -3 v _% =
12) HAm+l\A{‘é\|lAm_xt“\ ’#XQYv —
Luego por induccidn resulta que { xmli es acotado ya que:
15) %y =%l <lix =Rl ¥m31,vxevy
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14)

15)

16)

c)

d)

17)

18)

19)

20)

Demostramos ahora que 1im [jxp+1 = Xpll = 0 para m---=>@
13201' <:le3t"inicic’)r~2 del problema equivalrc.ite (8) se cumvle que:
T g~ X l©F (o) € o)

en consecuencila,

(crxpeq) € (C,xp) Esta sucesién, ademas de ser monéto-
na, es acotada en virtud de que J Xm 9 es acotada, por
lo que sera en consecuencia convergente,

De esta forma obtenemcs de (14) que 1lim |x ., -x | <0
1o que implica que: m=——> CO

lim (|x -x || =0

m-—)oom+1 m

Demostramos ahora que los puntos de acumulacidn de {xm)‘
pertenencen a Y .

Sea entonces x punto de acumulacidn de { xp § (existe al
menos uno en virtud de que {xy ] es acotada) y sea {x_.

una subsucesidén convergente a x, Tomando limite m'==> o en
(10) y considerando (16), obtenemos: (c,x-X) > 0¥ x &W

lo que implica que x €Y .

Mostramos finalmente que la sucesidn Exm% alcanza el conjun-
to v para un valor finito de m

Como jlxpm=%l £[lxg-%1l ¥ X e¥ , entonces:
Hxmll < lixoll + R ¥ m=1,.... ; siendo; B = min lixg =%
Dado que |xl| = 'méxp[xi} <ixll= € = x7) Xey
entonces }fneW' ’o’IJfl=>,i - 4 donde i=1

W o= | W I ¥ xoll + R | ) )

Y Xepyl sera entonces la solucién de la inecuacidn

(kb1 =% s X%me1) + = (C, xy) 20 ¥xeW
Veremos que esto implica que a partir de un cierto indice,

SIS
En efecto, si designamgs Rkl la proyeccidn de ¥y  sO-
bre el conjunto Y , x4 es la solucidén de la inecua -

cidn variacional: (Qnrl-l"in' x"/szl) >0 WV¥xcy

Debemos demostrar que a partir de un cierto indice, es

X+l = Xl '

Siendo W' un convexo acotado generado por un numero finito
de restricciones lineales, puede considerarse como la capsu-
la convexa del conjunto de sus puntos extremales {Vi,...,vr §
Sea X punto de acumulacidn de {xma y fxm.% sucesidn
convergente a X , Definimos:

I={i/ (c,vi%>0} £=minI(c,vi-§)

= 0 k3 e 2 A le
Por definicidn de x ; Lenemos:

F de. on de Xy
s = Xall < x;Xm“ , A
Dado que 1i X - =0 entonce im | - =

aue 'm:;{\_\céc ol | Sm}ﬂlgm.ﬂ X .l =0
y existira en cOnsecuencia
m]& /¥m' my ) . <

V4N R

Cnre1 e ViKpean) g CrviXpy) 2 gz ¥iel
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AN . N =
ya que como x4 € ¥ , es (c, & +1) = {¢,%).

Si v,/ if1I __entonces

21) (e, v, i xmﬁ) (c, 7 =x) Lo que implica que v, e ¥ spor lo
que Por (19) t,.;;‘em :

22) ® ST S 1) = 0
De (20), (21), ;22; obtenemos que

. - 2 _ - S .

23) (Xm‘+l X o0V xm,+1) + 1k (c, vy Xm'+1) >0 ¥ oi=l, 000,
La misma desigualdad valdra para las combinaciones convexas
de vl,,“.a, Vr s O sea: .

2L ’ o > ~ gyt

>1endo ésta 19 inecuacidn varlac:Lonal (18) cuya Unica solu -

z N
cidn es - ) concuimos que xm +1 = Fpva ¥m' 2z m

Considerando gue &ml& Y y que la transformacidn F
tiene como puntos fijos 1los elementos de Y , obtenemos (lla
mando m'y al primer m'> my ) xmi+2 —F(xmq+1)~xm:+1€ Y . Por~
induccidn resulta X pu 457 ¥mt +1 €Y ¥ h=2,..." con lo que el
teorema cueda demostrado,

ly, SOLUCION DEL PROBLEMA Pp UTILIZANDO EL ALGORITMO DE UZAWA

Para caracterizar a la solucidn F(x) del problema P2 , forma=-
mos el correspondiente Lagraniasno introduciendo multipiicadores
con respecto a las restricciones 2x+b €0 es decir

e - £ (g, y%) + () + (q, AysD)
25 )
vERCRY, qe A= ®Y*

La solucidén F&) del problema Py queda caracterizada de la si-
guiente forma:

Proposicidn 2:

Existe al menos un p<d\ tal que (F(x),p) es un pun-
to silla del Lagraniano  L(y,q) en el conjunto Kx A\ es
decir:

26) L({F(x),q) € LFx),p) € Liy,p) ¥yEeK ¥gei

Corolario 1

De (25) se observa que son validas las siguientes propieda

des: B
27) AF(x) +b S0

28) (p,A.F(x) +b) =
29) L(F(R),p) = minK L(y,p)

30) méx min L(y,q) = min mix L(y,q) = min ((c,y) +§ (y=x , y=x%)) = L(F(x),p)
gel\ vek YEK ge vEW

La demostracién de las propiedades (26) - (30) estd esencialmen
te contenida en [1] el s [71 .
Utilizamcs ahora la equivalencia de .

mix min L(y,q) y min ((c;y) +_2§ (y=x , y=x)
gell yekK YEW
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para solucionar este ultimo resolviendo el primero por medio del
método de Uzawa (ver [27] ).

La funcién S(g@) =min L(y,q) Y€K se calcula muy facilmente
lo mismo que el un:Lco elemento (que en 1lo sucemvo llamaremos y(q))
que produce ese minimo, _

En efecto, como

31) L(y,q) 5_ (y-x, y-x) + (c,y) + (q, Ay+b) =
| Syt zearall 2+ (ex) + (@, 2eib) - 5 [lemrg

112

II

el y(q [que minimiza esta funcidn es
32) vyl = Py (x—-»& (ctA*q) )

Teniendo en cuenta (3) se calcula en forma explicita las compo-
nentes de y(q) | |
33) (@), = méx. (mfn (x4 -— (c+A*qQ),. ,MIm) . i=1,V

Daremos ahora un esquema del algoritmo de Uzawa con el agregado
de un procedimiento de calculo automatico del pasoc Pp , Los pa=-
rametros iniciales del algoritmo son:

34) P.E L\ f>o x >1, 0 <¥ <1, o<x‘3<1

Algoritmo A2

y= v s, =s)
m=0 f‘=}5

|

P =Py (PyHa By b))

~y =y s=s(p [

=s=-s - X‘3 (Ay +b , p-pp)

b, e e
4 v l?/
B m = mt+l
Pp=P Y, =Y s =s

Observamos que el alp;Orltmo es el de Uzawa con paso f. varia -
ble, donde para decidir si un pasof es aceptable se usa el
test de Armijo (ver E, Polak [4] )
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Con respecto a la convergencia de este algoritmo, se tiene el si
guiente resultado, cuya demOStra01on estd esencialmente conteni=

da en [2]

Teorema 2:

La sucesidn de puntos ym generada por el algoritmo converge a
F(x) solucién del problemaR.Ademés, ! Pm es acotado y
todos sus puntos de acurrulac:.on p satisfacen: (p,AF(x)+b) =0

Observacidn:

Es posible demostrar que el test de Armlfo se satisface (en nues
tro algoritmo A2) ¥p <F— (1- 3"3) E/ (hATLA*]).

En ejemplos de aplicdcién hemos comprobado, sin embargo, que es-
te valor B es muy pequefio y que si se usa una constantevf )°
en todo el calculo se obtiene una convergencia.muy lenta, El mé-
todo adaptativo mostrado- (C9lculo de € con el test de Armijo),
mejora este aspecto y el (variable) gque utiliza realmente el
algoritmo Ap resulta (en ‘problemas de 10 variables y 20 restric
ciones) superior en 10 a 100 veces‘f

5. DIAGONALIZACION DEL METODO DEL PUNTO FIJO Y EL ALGORITMO DE
UZAWA,

Hemos visto que para solucionar el problema original de progra-
macién lineal P1 , debemos hacer un numero finito de iteraciones
del algoritmo del punto fijo, (¥mt1 = F(xpf); como para hallar cada
xm debemos resolver por el método de Uzawa en forma completa
un -problema dual (que en principio necesita un numero infinito
de iteraciones), la combinacidén directa de Aj Aﬁ no resulta im
plementable, Para hacerlo implementable, se debe diagonalizar"™
la combinacidn A3, A2, es decir se debe dar una regla para "trun
car" el proceso de calculo de A2 en cada iteracidn de 4. Esto ~
se realiza en el algoritmo que se muestra a continuacidén, donde
se procede a truncar el proceso Ay cada vez que:
35) By +b <aj(m)

36) (p,Ay+b) > - a, (m)

(m) c (R ’ az(m) e R+ son sg&gsiones sumables, es
l( ) l g + v i ’// H m‘?:—l ...)

Esta COnﬂlclon de sumabilidad es la que permite demostrar la con
vergencia del algoritmo,

Los parametros y datos iniciales del algoritmo son:

37) €70, F>0 0<¥ <1, ¥ >, 0 <1, y e R, pS € /A
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Algoritmo A3

m=0 /?<=j§

m _ _i *m
yo = PK(ym e (c+2A po)) _

%

| 2 m m m
sp= = [0-y |2+ e + B, ayleb) |

'

n=20

4
m m
p= P[\ (pn +f(A yn+b))

1

=P, (y - =
y =Fy = 5 (e+a%p))
~ 5

L vy, 1%+ ) + (o, Ay+b)

D= snsrr':+ § 5y, p—p:) |

ANy AT
2 )

<

57

m
n=n+l " y§==y §}=S P, =P

m m m
v=AyIIr11+b--aIi1 u = (pn,A yn+b)+a2

= Ty

mHl_ m
P =P,

Con respecto a la convergencia de este algoritmo A, tenemos el si=:
guiente resultado:

Teorema 3:
El algoritmo genera una sucesifn de puntos vy
mulacién y € Y, es decir
lineal original. Adem§s,
satisfacen:

(p , AX+b) = 0 ¥xX CY

cuyos puntos de acu-
son soluciones del problema de programacibn
todos los puntos de acumulacién p de zpm
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6. APLICACIONES

Se ha utilizado este algoritmo A% en la resolucidén de problemas
de programacidn lineal que resultan de discretizar problemas de
control Optimo continuo, En particular se ha aplicado a un pro-
blema de tiempo de detencidn dptimo cuya discretizacidn condujo
a una programacidn lineal con 121 variables y 321 restricciones,
Se programd el algoritmo A, en 120 instrucciones Fortran IV,
(incluyendo instrucciones ée entrada y salida), utilizéndose
los siguientes valores de los parametros

p2=0, £€=3, ¥.=0.3, = 1.1, &,=0.1
La sucesién ta;m v a,m {  usada tiene la forma

E(al-(m))l.=rm r=075 (i=1,k)

&, m) = "

Se obtuvo 1la convergencia del algoritmo (invariancia de los
cinco primeros digitos) al cabo de 1,500 calculos de p . En ge-
neral, el test que toma en cuenta el valor D se satisface en
una sola iteracidn, es decir sin necesidad de reducir el paso

P y la convergencia se obtuvo al cabo de 6 iteraciones del 0l-
timo lazo de A%,
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