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OBJETIVO DEL TRABAJO 

Se muestra en este trabajo cómo es posible aplicar el algoritmo 
de Uzawa de cálculo de puntos silla~ a la solución de problemas 
de programación lineal. Este método de solución presenta la ven 
taja de permitir la solución de problemas de grandes dimensio = 
nes en computadoras con memorias pequefias y de ser fácilmente 
programable e 

l. INTRODUCCION 

El algoritmo de Uzawa es uno de los más conocidos para la solu
ción del problema de determinación de puntos silla. En general, 
para transformar un problema de minimización en uno de b~squeda 
de un punto silla, se forma el Lagrangiano introduciendo multi
plicadores con respecto a las restricciones; sin embargo, el 
algoritmo de Uzawa converge sólo cuando el problema de minimiza 
ción original es coercivo, por lo que en nuestro problema de -
programación lineal procedemos previamente a transformarlo en 
un problema equivalente coercivo. 

Esto lo reali~amos de la siguiente forma: definimos una trans
formación F:R~-~R~ cuyos ftnicos puntos fijos son las solucio
nes del problema de programación lineal y buscamos un puntofijo 
de F a través de la iteración Yn+l = F (yn) . La transformación 
es la solución de un problema coercivo y lo resolvemos utilizan 
do el algoritmo de Uzawa (previo agregado de los multiplicado-
res de Lagrange necesarios). 
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Prohamos en este traba·jo que la iteraci.ón Yn+l ::= F(yn) converge 
en un número finito d.e pasos. Sin embargo, como el algoritmo de 
Uzawa requiere en principio un número infinito de pasos, para 
obtener un algoritmo implementable (en el sen tid.o de Polak (l¡.)) 
construimos una diagonalización del algoritmo de Uzawa y el del 
punto fijo que resulta implementable y probamos su convergencia. 

" . 
El algoritmo implementable asi obtenido permite resolver proble
mas de grandes dimensiones en computadoras con memorias pequefias 
ya que sólo es necesario tener registrados los elementos no nu
los de la matriz que define el problema de programación lineal, 
las variables independientes x y los multiplicadores de Lagran
ge p. Además, tiene la ventaja de ser fácilmente programable 
(en un centenar de instrucciones Fortram) y al ser un algoritmo 
iterativo, corrige automáticamente los errores de redondeo acumu 
lados al transcurrir el cálculo, 

2. ELEMENTOS DEL PROBLEHA ORIGINAL 
.: 

Se debe minimizar. la función, 
1) J(x) = (c,x) , x ~ R¡) 

dentro del conjunto w. 
2) w. = f X G K / Ax + b ~ 0) 

( . t . ) designa el producto escalar en R v, 
A matriz~ x P 

K e R ¡..J es un conjunto convexo de la forma siguiente: 
¡.) / ·" • 

3) K = lT [r_ni ,ivliJ mi, tv1i E R pueden ser finitos o no. 
i=l 

Definimos el conjunto de soluciones óptimas: 
4) Y= tx E:W 1 (c,x) ~ (c,x) v x sws 

Supondr~JmOs en adelante que y-:¡. j2l y que 
5 ) 3 ~ ~ K/ (Ax + b) . < O V · i = 1 , V 

1 

3. SOLUCION DEL PROBLEVl.A P1 POR MEDIO DEL METODO DEL PUNTO FIJO 

Definimos una transformacion de R 1) --...;.; W cuyos puntos fijos 
sQn los puntos de Y (y viceversa) 
6) F(x) = Pw(x- i: e) 

síendo Pw la proyecc~ón so?r~ w y E> O, 
F (x) ,~s en consecuencla la unlca soluci.6n de las problemas equ;h 
valentes (?)~ (8) o la inecuación variacional (9): 

f 
l 

' 

7 ) rnín (y - x + ~ e , y - x + ! e) 
yE-W 

8) mín ((e,y)+ ~ (y-x,y-x)) 
yew 

9) (y-F(x) , F(x)-x +~e) ?; O 

Pr'Jbaremos ahora oue los puntos :fijos de F pertenecen a Y y 
que además todos los puntos de Y son invariantes de la tra:n:for 
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mación F. De esta forma el problema P 1 queda reducido a la búsqu.~ 
da de los puntos fijos de F. 

ProposiciÓn 1 
Si x = F(x) $entonces xE.Y; asimismo~ si x~Y entonces F(x)=x 

Den, o stración: 
Si x = F (x) 1 de (9) obtenemos: 

(y-x, e} ~ O V y ~ W ,luego x E-Y en virtud de (4). 

Si x E- y ,entonces Cerx) ~ (e,y) V y E W ~ por lo que la inecua-
ción variacional (9)se satisface para F(x) = x . 
Buscamos entonces las soluciones del problema Pl o sea los pun -
tos fijos de F utilizando el siguiente algoritmo iterativo A1 

\ 
Paso O: m= O 

y 
f X e R 

m 

Paso 1: xm+l 
:::: F(x ) 

( 
m 

PasCJ 2: Si es Xm+l = Xm se finaliza el algoritmo; si 
Xm+l i X m se toma m = rn+l y se regresa al P.'! 
so 1, 

Este algoritmo tiene la propiedad de que encuentra los puntos 
de Y en un número finito de iteraciones. 

Teorema 1 

El algoritmo A1 converge en un número finito de pasos a un punto 
de Y , 

Demostración: 

a) Comprobamos en primer lugar que la suceslon t xm ~ generada 
por el algoritmo es acotada, En efecto xm+l satisface la ine
cuación variacional: 

1 
10) (xm+l - Xm +E: e , x - xm+l) ~ O 

como además V x E. y (e , x- xm+l) ~ o obtenemos: 
11 ) ( xrn+ 1 - xm , x - xrn+ 1 ) >, O V x € Y ,luego 

(Xrn+l-X f X-Xffi+l) + (X-Xffi F X-Xffi+l) ~ 0 

por lo que Cauchy-Schwai tz se tiene: 

1/x-xmll .lix-xm+lll ~ \lxrn+l-x\1 2 
o sea: ·· 

12) llx -.. xll ¿ il~. -~1\ u.,. r y 
1 ffi+ 1 ·.. 11 .;:: 1\ ""m "'- \ \ V A C -

Luego p·or inducción resulta que xm -~~ es acotado ya que: 

13) 11 xm- x 11 ~ ll x0 - x 11 V m ~ 1 , V x E Y 
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b) 

14) 

15) 

16) 

e) 

d) 

17) 

18) 

19) 

20) 

Demostramos ahora que lim ílxm+l- xm\1 = O para m~~->oo 
Por definicióY'2 del problema equivalr 1te (8) se cumple que: 
f 11 x m+l - xm 11 + (c,xm+l) ~ (c,xm) 

en consecuencia, 
(e,xm+l) ~ (e,xm) Esta sucesión~ ademas de ser monóto-

na, es acotada en virtud de que < xrn ~ es acotada, por 
lo que será en consecuencia convergen~ . . 2 
De esta. for~a obtenemcs de (14) que lim l!xm+l- xm ¡¡ ~ O 
lo que lmpllca que: m-> ro 
1 im ¡¡ xm+ 1 - xm /! = O 
m--Y oo 

Demostramos ahora que los puntos de acumulación de { xm \ 
pertenencen a Y " 
Sea entonces x punto de acumulación de ~ xm ~ (ex1ste al 
menos uno en virtud. de que ( xm] es acotada) y sea ¡ :xm, \ 
una subsucesión convergente a x. Tomando límite m 1 ~~ro en 
(lO) y considerando (16), obtenemos: (e , x-x) ~ O V x E- w 
lo que implica que x E y • 

Nostramos finalmente que la sucesión 
to y para un valor finito de m 

[xm~ alcanza el conjun

Como ¡1 Xm - x 11 ~ llx0 - x 11 V x E Y 
11 Xm 1 \ ~ (jx0 11 + R V m=l, •••• 
Dado que 11 X\\ = máx lxi 1 'S H x ll = ( 

00 i=l \) 
entonces x E. W' '>/m>: i , donde 

m "' 

' entonces: 
= mín llx0 - x l\ 

x EY 

W' = ~ x f- W/ \1 xlb!,~ llXQII + R ~ 
y Xm+l será entonces la solución de la inecuación 

(Xro-i-1- ~, X-Xm-i-1) + ~· (e , X-Xmt-1) );;. 0 V X t W' 
Veremos que esto implica que a partir de un cierto índice, 
Xmf.l E Y. " 
En efecto, si designam~s Xm:+l la proyección de :xm so-
bre el conjunto Y , Xffi+l es la solución de la inecua 
ción variacional: (~. A ) > 0 u ,- y 

"":!Ln-1 - Xm , X - Xmt 1 / V X ""' 
J2ebemos demostrar que a partir de un cierto índice, es 
Xml-1 = Xm+l 
Siendo W' un convexo acotado generado por un número finito 
de restricciones lineales, puede considerarse como la cápsu
la convexa del conjunto de sus puntos extremales { v1, ••• ,vr ~ 
Sea x punto ~e acumu~a?ión de ( Xrn) y l ~~ 2 sucesión 
convergente a x . Deflnlmos: 1 

I -í i/ (e , V i-x) > o j S = min (e f Vi- x) 
A i6I 
xm+l , tenemos: Por definición de 

11 xm+l- xml/ ~ il X- Xmli 
Dado que lirn \(x-:xmdi =o 

. t . , m' --> oo . y exls lra en consecuencla 

·¡A entonces limlx, -x 1 [(= O 
, , m +1 m m --/ao 

~ 1 V m'~ m1 

(~~+1-xm' ,vi-~'+1) +[(e ,vi-;im'+l)? 2~ V: i EI 
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21) 

22) 

2_3) 

t\ 

ya que como 

Si 

+1 ~ ~~ '"i 

e Y +1 es '" (e , xm~+l) = 

entonces 
lo que implica que 

D f o ) / 2l \ ( 2 ') ' b ' s: \2 ~ \_.L/¡, , __ :__}o t:enemos aue 
" ' /' ) 

(x 1 x 1 v.~ + 1/~ (e fj 'l.:~ xm'+l·"· ) O m m 1 l 

1 por lo 

La misma desigualdad valdr~ para las combinaciones convexas 
d e v1 r " , •• r v r f o se a : 

! r~.,. - /t0 /''>-

I .• Xml+l- , x- +í) + 1/E , x- xm'+l) ~ O V x E~ W1 

Siendo sta 13. necuación va:riacional (18) cuya única solu .:,., 
ción es +l ; concluimos que Xm 1+l = xm'+l V m'? m1. 
,.., • ¡". r:: ~ t f . 4 GonsJ_derando que :xfrn'-1 ~ Y y que .La rans ormac1.on F 
tiene como puntos jos los elementos de Y ~ obtenemos (lla 
mando 1 . al primer mw ~ m1 ) }\':m~+2 =F(Ym~+l):::Y>fn'+lt. Y . Por
inducci resulta x m~~ +h'= y'ffis +1 E Y V h=2,.:. co11 lo que el 
teorema queda demostrado. 1 

4. SOLUCION DEL PIWBLEJviA P2 UTILIZANDO EL ALGORI'Tl•10 DE UZAWA 

Para caracterizar a la solución F del problema P¿ u forma~ 
mos el correspondiente Lagraniano introduciendo multiplicadores 
con respécto a las restricciones Ax+b ~O es decir ( ·- e 

~ L = 2 (y-x P y-x) + (e, y) + (q, Ay+b) 

l Y (; K C R v ¡ q e¿ t\ = (R +.,.. 25) 

La soluc::Lón F (x) del problema P2 queda cara.c terizada de la sJ.-
guien te forma_: 

sicicín 2: 
Existe al rnenos un p c;;.L'\ tal que 
to silla del Lagraniano L(yuq) · 
de e ir: 
26) L (F 

Corolarj_o l 

(F (x) ,p) 
en el conjunto 

VqE 

es un pun
I\ x !\ es 

De (26) se observa que son v~lidas las siguientes propied~ 
des: 

27 ) A. F (x) + b ~- O 

23) (p r A.F(x) +b) = O 

29) L (F (x) ,p} = rnín L (y fp) 
, YGK 

30) lTIAx rnín L (y ,q) = rnín máx L (y fq) 
q~~ L\ y E- K y E.. K qf Ú 

La demostración de las propiedades (26) - (30) est~ esencialmen 
te contenida en [ll l [21 [7] " 
Utilizarnos a.h~J_ra la eq11j~\ral.encia de los problemas 

máx mín L (y ,q) 
q(;L\ y e: K 

y nún ( (e ff y) + g_ 
2 yE.W 

f y=x)) (P ) 2 



- --~~---~---~--- ----------------~~-----~~~ 

para solucionar este último resolviendo el primero por medio del 
método de Uzawa (ver C21 ), 
La función S(q) = min L(y,q) y~ K se calcula muy fácilmente 
lo mismo que el único elemento (que en lo sucesivo llamaremos y(q)) 
que produce ese mínimo. 
En efecto, como 
31) L(y,q) = l (y-x, y-x) + (c,y) + (q, .Ay+b) = 

= 2j\y-x + ~ (c+A*q) 1\ 2 + (c,x) + (q, Ax+b) - 2 ~ il c+A*q 1\2 

el y(q) 1que minimiza esta función es 
32) y(q) = PK (x-e. (c+A*q)) 

Teniend.o en cuenta (3) se calcula en forma explícita las e ompo-
nentes d.e y(q) : 1 
33) (y ... {q))i =nmc.(II~fu (xi-y (c+A~q)i. ,Mi)rmi) . }=1,V 

Daremos ahora un esquema del algoritmo de Uzawa con el agregado 
d.e un procedimiento de cálculo automático del paso p . ·Los pa
rámetros iniciales del algoritmo son: _ 
34) p0 e L\. t p> o, ~ 2 > 1, o < ~\ < 1 , o < ~ 3 < 1 

Algoritmo A2 

Yo y(po) so= s(po) 

m=O f'=f 

P = P A (pm +p (Aym+b)) 
, ___ ___...¡; ... .....,y= y(p) s = s(p) 

D = S - S -. 'f3 (Ay +b , p-p, ) 
m m m 

Pm = p 

D:O 

m= m+l 

Y. =y 
m 

< 

S =S m 

Observamos que el algoritmo es el de Uzawa con paso F- varia
ble, donde para decidir si un paso.f es aceptable se usa el 
test d.e Armijo (ver E. Po la k [ l+ J ) . 
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Con resPecto a la convergencia de este algoritmo, se tiene el si 
guiente-resultado~ cuya demostración est& esencialmente conteni= 
da en [2] 

Teorema 2 ~ 
La sucesión de puntos Ym generada por el algoritmo converge a 
F(x) solución d,el problemall.Además; l Pm) es acotado y 

todos sus puntos de acumulación p satisfacen: (p, AeF(x)+b) = O 

Observación: 
Es posible demostrar que "-el test,Ade Armijo se s~tisface (en nue§_ 
tro algoritmo A2) Vt> :Sp= (1- d·3) t./ (liAI\.!IA~!¡). 
En ejemplo2 de apli~z=lción hemos comprobado~ sin embargo, que e"'s
te valor p es muy pequeño y que si se usa una constante .f- = f 
en todo e:r cálculo se obtiene una convergencia. muy lenta. El mé
ta.do adaptativo mostrado·(cálculo de f con el test de Armijo), 
mejora este aspecto y el f (variable) que utiliza realmente el 
algoritmo A2 resulta (en problemas de 10 variables y 20 restric 
ciones) superior en 10 a lOO veces jF -
5.DIAGONALIZACION DEL METODO DEL PUNTO FIJO Y EL .ALGORITMO DE 

UZAWA. 

Hemos visto que para solucionar el problema original d.e progra
mación lineal Pl , debemos hacer un número finito de iteraciones 
del algoritmo del punto fijo, (Xro+l = F(~D; como para hallar cada 
~ debemos resolver por el método de Uzawa en forma completa 

un.problema dual (que en principio necesita un número infinito 
de iteraciones), la combinación directa de Al y Afi no resulta im 
plementable. Para hacerlo implementable, se debe diagonalizar 11 -

la combinación Alg A2~ es decir se debe dar una regla para 11 trun 
car 11 el proceso de cálculo de A2 en cad.a iteración de A1 . Esto -
se realiza en el algoritmo que se muestra a continuación, donde 
se procede a truncar el proceso A2 cada vez que: 
3 5 ) Ay + b ~ a1 (m) 

36 ) (p , Ay+b) ~ - a2 (m) 

..;¡~~..; ~ afu(~) : ,<~+~ , a2 (m) E R+ son sua,esiones sumables, es 
Uvv.L.I. .....- ral'ffi}J.; e.!..-~~ ~.:- 1 i1 o ) ;:;_(m),(+,...... m-;:;1 \ \ .l. -, 0 ...,..._ V .,!.. - .li. '/v- Q m~l -¿ , ... , ' '-"d 

Esta condición de sumabilidad es la que permite demostrar la con 
vergencia del algoritmo. 

Los parámetros y datos iniciales del algoritmo son: 
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Algoritmo A3 

In= o! .. 
p = p L\ (p~ +_,P(A y~+b)) 

1 
y = P (y: - - (e+ A*p)) K m E. 

S= l¡)y-y: 1/ 2+ (c,y) +(p. Ay+b) 2 m -
D = S- ff!.._ 'f 3 (Ay:rn+b , p-prnn) 

n n . 

n=n+-:1 . . Y.rn = y 
n 

m m v =A yn +b-a1 

i rn+l m 
p =p 

n ~-------------~ 

Con respecto a la convergencia de este algoritmo A3 tenernos el si~, 
guiente resultado: 

Teorema 3: 
El algoritmo genera una sucesi6n de puntos Y' cuyos puntos de acu
rnulaci6n y e Y, es decir son soluciones del p~oblerna de prograrnaci6n 
lineal original. Además, todos los vuntos de acurnulaci6n p de LPrnj 
satisfacen: 

<i? , Ax+b> = o v x e; y 
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6. APLICACIONES 

Se ha utilizado este algoritmo A3 en la resolución de problemas 
de programaciéín lineal que resultan de discretizar problemas de 
control óptimo contínuo. En particular se ha apl~cado a un pro
blema de tiempo de detención óptimo cuya discretización condujo 
a una programación lineal con 121 variables y 321 restricciones. 
Se programó el algoritmo A en 120 instrucciones Fortran IV, 
(incluyendo instrucciones Je entrada y salida), utilizindose 
los siguientes valores de los parámetros 

p~ = o , t: = 3 , "' 1= o.3 , '6' 2= 1.1 , t- 3= o.~ 
La sucesión ( a1 (m) , a2 (m) } usada tiene la forma 

5 (a1 (rn))i =rnrrn r = 0.75 (i=l,jt-) 

l a2 (rn) = r 

Se obtuvo la convergencia del algoritmo (invariancia de los 
cinco primeros dígitos) al cabo de 1.500 cálculos de p . En ge
neral, el test que toma en cuenta el valor D se satisface en 
una sola iteración, es decir sin necesidad de reducir el paso 
P y la convergencia se obtuvo al cabo de 6 iteraciones del frl
timo lazo de A3. 
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